Catedra de Ingenieria Rural
Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Agricola de Ciudad Real

ingenieria
RURAL

Tema 2. Hidrostatica

1. Propiedades de la Presion Hidrostética.

2. Ecuacion fundamental de la Hidrostatica.

3. Presion Hidrostatica en los liquidos. Ecuacion de equilibrio de los
liquidos pesados. Cota piezométrica.

4. Superficie de nivel en los liquidos pesados.

Variacion de la presion con la profundidad. Diagrama de presiones.

6. Presiones sobre superficies planas:

1) Calculo del valor de la presion total

2) Determinacion del centro de presion

3) Casos mas frecuentes en la practica

4) Presion total sobre una pared plana rectangular con liquido a
ambos lados

o1

Ya vimos en el tema 1 que la Hidrostatica es la parte de la Hidraulica
qgue estudia el equilibrio de los liquidos en estado de reposo. En estas
circunstancias, al ser nulo el gradiente de velocidad, no existen esfuerzos
cortantes (tangenciales), por lo que no existe viscosidad, comportandose el
liqguido como perfecto.

1. Propiedades de la Presion Hidrostatica.

La presién es la fuerza que se ejerce por unidad de superficie. Por lo
tanto, vendra definida por su médulo o intensidad y por su direccién, siendo
evidente el sentido en que actua (hacia el cuerpo considerado). A continuacién
vamos a estudiar las dos propiedades que la definen.

1. Relativa a su direccion: En una masa liquida en equilibrio, la presién
hidrostatica en cualquiera de sus puntos debe ser normal (perpendicular)

www.ingenieriaRural.com



Catedra de Ingenieria Rural
Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Agricola de Ciudad Real

ingenieria
RURAL

al elemento plano sobre el que actiua. Si no fuera asi, existiria una
componente tangencial que romperia el equilibrio.

p:_
S

siendo: F: Fuerza uniformemente repartida, o bien, fuerza media que
actla sobre s
s: Superficie

Si s se hace infinitamente pequefia, entonces se define la presion:

2. Relativa a su intensidad: En un punto de una masa liquida existe la
misma presion hidrostatica en todas las direcciones, es decir, la presion
es independiente de la inclinacion de la superficie sobre la que actla.

Consideremos un volumen elemental de liquido en reposo en forma de
tetraedro OABC.

z
C
Py
Px P
0o dx
dy A X
B
y Pz

Las fuerzas que acttian son:
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Fuerzas masicas, es decir, las fuerzas exteriores que actian sobre la
masa del elemento liquido. Se deben a la gravedad, dependen del peso

del elemento considerado, y por tanto son proporcionales al producto de
las tres dimensiones (dx xdy xdz), es decir, al volumen.

El empuje sobre cada una de las caras del tetraedro, debido a las
presiones ejercidas por el resto del liquido.

Presiones totales: CaraABC ® p*S,,
CaraBOC ®  p, *Sgoc
CaraAOC ® p,*Spoc
CaraAOB ® P,

Estableciendo la ecuacién de equilibrio de las fuerzas de presion
intervinientes y proyectandolas sobre el eje OX se obtiene:

P8 5c >COS(P, X) = P, *Spoc
%/—J
Ssoc
Luego p = pyx

Anélogamente, proyectando sobre los ejes OY y OZ, se demuestra que,
con independencia de la inclinacion del elemento de superficie, las
presiones unitarias son iguales.

P=Px =Py =P,

2. Ecuacidn fundamental de la Hidrostatica.
Es la ecuacion de equilibrio de una masa liquida.
Consideremos dentro de un liquido en reposo un elemento de volumen

infinitesimal en forma de paralelepipedo rectangular, de aristas paralelas a los
ejes coordenados.
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P+Edz
iz

S
X

y

El paralelepipedo est4d sometido a las fuerzas exteriores o masicas,
aplicada la resultante en su centro de gravedad (cdg), es decir, el peso propio,
y a las presiones sobre sus caras exteriores o empuje ejercidas por el liquido
circundante. Obsérvese que las presiones sobre las caras que forman el triedro
gue pasa por A son iguales (p), segun se demostrd en el apartado anterior.

Las condiciones de equilibrio del paralelepipedo se plantean igualando a
cero la suma de todas las fuerzas que actian sobre él, proyectandolas sobre
cada uno de los ejes. (X, Y, z) serian las componentes de la resultante de las
fuerzas exteriores segun los tres ejes.

Proyecciones sobre OX:

Componentes de las fuerzas exteriores ® r xdx xdy xdz xx
%/_J

volumen
S

., ——
Presion total sobre la cara ACD ® p>dy >z

Presion total sobre la cara BEF ® gp +% >dx >dy xdz
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Las presiones que actiuan sobre las demas caras dan proyecciones

nulas sobre el eje OX.

a Proyecciones sobre OX =0
r xdx >dy >xdz xx + p>xdy xdz - gp+11}p>dx xdy xdz =0
g +E>dx+>dy>dz =r xdx >xdy xdz xx + p xdy >xdz

X g

p>dy>dz+¥p xdx xdy xdz =r xdx xdy xdz xx + p >xdy xdz

Simplificando se obtiene:

Operando de igual modo sobre los ejes OY y OZ, las condiciones de
equilibrio serian, respectivamente:

fip
— =7 2
oY [2]
fio _
r= rxz [3]

Multiplicando las ecuaciones [1], [2] y [3] por dx, dy y dz
respectivamente, y sumandolas, se obtiene:

Tp >dx+E>dy+ﬂp>dz—r Xxxdx +y>xdy +z >xdz)
fix y iz

El primer miembro es una ecuacion diferencial total, con lo que se puede

poner de la forma:
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dp =r Xxxdx +y>dy +z xdz)

Esta ecuacion se conoce como Ecuacion de equilibrio de una masa
liguida o Ecuacion Fundamental de la Hidrostatica.

Las superficies de nivel son aquéllas que tienen la misma presion en
todos sus puntos, por lo que al ser p = cte, dp = 0, quedando la ecuacion
fundamental de la forma:

(xxdx +y>dy +zxdz) =0

Que es la ecuacion diferencial de las superficies de nivel o
equipotenciales.

3. Presion Hidrostatica en los liquidos. Ecuacion de
equilibrio de los liguidos en reposo. Cota piezométrica.

En un liquido en reposo, la Unica fuerza exterior que actta es la de la
gravedad. Si tomamos los ejes OX y OY paralelos a la superficie libre del
liguido y OZ vertical y dirigido hacia arriba, las componentes de aquella fuerza

para cualquier liquido incompresible de densidad r seran:

x=0 y=0 z=-g

’,

o 77
Superficielibre oA
77
Vs
7
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La ecuacion fundamental de la Hidrostéatica quedaria:

dp =r X0 xdx + 0 xdy - g xdz)
dp =-r xgxdz; y puesto que g=r>g dp =-gxdz

Integrando la ecuacion desde una cota zp, en la que la presion es po,
hasta una cota z de presién p, se obtiene:

Zo (Po)

Z (P)

(idp:éo- g>dz:-g><(‘idz
P-P,=-94Z- 2,) [4]

Esta ecuacion indica que la diferencia de presion entre dos puntos de un
liquido en equilibrio es igual al peso de una columna del mismo liquido de
seccion unidad y altura la diferencia de cotas entre ambos puntos.

Normalmente el origen de las “z” se sitla en la superficie libre del
liquido, de tal forma que z,- z =h, siendo “h” la profundidad del liquido.

Entonces, segun la ecuacion [4]:
p=p, +gh
Y cuando el origen de presiones esta en la superficie libre (po = 0):
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p=gx

La ecuacion [4] también puede ponerse de la forma:

%:Z-ZO b _B.}.&zz_zo
-9 g 9
z, +Po -4 P =cte = Altura o cota piezométrica
g g

Ecuaciéon que indica que en un liquido incompresible es constante la
suma de la altura geométrica o de posicién y de la presion unitaria dividida por
el peso especifico.

El cociente P =h, de dimensiones una longitud denominada altura de
g

presion (tema 1, conceptos), representa la altura h de la columna de liquido de
peso especifico g capaz de producir la presion p.

4. Superficie de nivel en liquidos pesados.

. - 0. . :
La altura o cota piezométrica gz + = =ctez indica que si en cada punto
g @

de un liquido en reposo se levanta un segmento vertical representativo de la
altura de presion en ese punto, los extremos de dichos segmentos se contienen
en un mismo plano horizontal, el plano de carga hidrostatico relativo, que si se
prescinde de la presién atmosférica, coincide con la superficie libre del liquido.

Superficielibre ddl liquido

R, [P
g _2 Qg
C g ,
4
Z1 i 23
V47)

Plano de referencia
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Es evidente que en los liquidos en reposo todas las superficies de nivel
son planos horizontales.

Demostracion:
dp =r Xxxdx +y>dy +z xdz)
Ecuacién de equilibrio de los liquidos en reposo: dp = - gxdz

En la superficie de nivel, por su propia definicion, todas las presiones
son iguales, luego al ser p constante, dp = 0.

gxdz =0® gxcyz =g>z =cte =k ® z=—=cte

Q| x

Ecuacion que representa a un plano paralelo a la superficie libre del
liquido.

5. Variacion de la presion con la profundidad. Diagrama
de presiones.

La presion en un punto de una masa liquida es igual a la presion
atmosférica mas el peso de la columna de liquido de altura igual a la distancia
entre dicho punto y la superficie libre del liquido.

Plano de carga absoluto

>

F)O
o a \ g Plano de cargarelativo  Presiones (kg/cm?)
q
a 7
Po | oh
P =Po+ oph
v
Altura (m) \
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La ecuaciobn p =p,+g*h corresponde a una recta, luego indica la

variacion lineal de la presion con la profundidad del liquido, cuya
representacion, tomando como eje horizontal las presiones y como eje vertical
las profundidades, proporciona el diagrama de presiones (figura).

Por regla general, en la practica se miden las presiones manomeétricas o
relativas, quedando la expresion anterior reducida a p=g*, que es la
ecuacion de una recta que pasa por el origen y forma un angulo g con la
vertical, de manera que:

6. Presiones sobre superficies planas.

Cualquier pared plana que contenga un liquido (muros, compuertas,
depositos, etc) soporta, en cada uno de sus puntos, una presion que ha sido
definida como la altura de la superficie libre del liquido al punto considerado,
siempre que se trate de recipientes abiertos, que es el caso mas frecuente en
aplicaciones hidrostéaticas. Por tanto, todas las fuerzas de presion paralelas,
cuya magnitud y direccion se conocen, tendrdn una resultante, p, que
representa el empuje del liquido sobre una superficie plana determinada, cuyo
valor y punto de aplicacion vamos a determinar.
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6. 1. Célculo del valor de la presion total.

7/ superficielibredd liquido b

b = Traza del plano que forma la superficie libre de un liquido
a = Traza de una pared plana finita que contiene el liquido
(ambas trazas respecto al plano del papel)

Las trazas de ambos planos forman un &ngulo cualquiera g.

dw = Superficie elemental sumergida, de cota z, a una distancia x de la

traza de ambos planos, e.

La presidn que actta con intensidad uniforme sobre dw es:

dp =pxdw = g>xz xdw® dp = g>x xsen g>dw
z

La fuerza de presion total, p, que actia sobre la cara de una superficie
plana finita serd la integral en toda el area w, puesto que todos los elementos

de fuerza son paralelos.

p= ngx xsen qxdw =gxsen q XQX xdw  [5]
Q( xdw es el momento estatico del area wrespecto a la traza

Si G es el cdg de dicha area, su abcisa x¢ valdra:
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Q(de Q<><dw
= qu =

Sustituyendo en [5] quedara:

X

G

® Q<><dw:xexw

P =0>Senq>Xgs XW =gX2Z; XW =pPg W
P=pPc W
La presion total que ejerce un liquido sobre una superficie plana es el

producto del area por la presion hidrostatica que actla sobre su centro de
gravedad.

6. 2. Determinacion del centro de presion (cdp).

Superficielibre

Zc

Ejedesimetria
(pared)

La fuerza de presion resultante, p, cuyo valor se ha obtenido en el punto
anterior, tiene su aplicacion en el centro de presion C (Xc, Ye, Zc)

Para determinar este punto bastard normalmente, en la préctica, con
determinar la coordenada x.. Para ello tomamos momentos a lo largo del eje de
simetria.
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pxx, = gx>dp

Asuvez, dp=pxdw=gxxdw, luego:
P XX, = OXXg>Z XdwW = g x>z xdw

como z = x>senq

P XX, = gXO)* xsen gxdw = gxsen g x¢y* xdw

La integral (‘j(z xdw representa el momento de inercia del area w

respecto a la traza €, por lo que, aplicando el teorema de Steiner:
N\, 2 _ 2
O Xdw =l + X" W
2
Luego pxx, = gx'senqx(lG + Xg xw)

_ g><'senq><(lG +Xg° ><vv)_ g><senq><(|G +Xg° xw)
°© p © gXsenqgxXg Xw

Ya que pTotaI = punitarria W
punitaria = p = ng = ng xsen q
Sip =ps, entonces p = gxx, xsenq

2
s +x6% )
X, = =——=
Xg XW
— IG
X, = Xg +
Xg XW

Con lo que se demuestra que el centro de presion esta por debajo del
centro de gravedad.
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Si fuera necesario calcular las coordenadas yc, z. (N0 sera nuestro caso),
las ecuaciones serian andlogas a las utilizadas para la determinacién de Xx.

PXy. = Y X9>X2 Xdw = gXcy *Xz xdw

pxz, = (g *g>z xdw = gx¢y® xdw

6. 3. Casos mas frecuentes en la practica.

Primer caso: Pared rectangular inclinada

El muro tiene una pared inclinada rectangular que contiene un liquido, de
profundidad z =BD. La recta AB es el eje de simetria de la pared rectangular y

contiene el cdg G y el cdp C. AD representa el diagrama de presion hidrostéatica
considerando el liquido de g= 1 (Recordar p = gx2)

La presion total del liquido sobre la pared, suponiendo que su anchura
es b, seré:

P =Pg W=0*Xs XW=0g>S€n qxxXs W
El cdg coincidira con el centro geométrico de la pared.

SiAB=h ® XGZZ y w=bxh
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Entonces:

p:g><senq>§>b>h

p:;xg»b»h2 xsenq

Es el peso del prisma de base hxz y altura b.

Esta presion resultante estaria aplicada en:

h3
. _h PX5 h h_3%h+h_4x
X, =Xg + =+ = +_= =
Xegow 2 h "2 6 6 6
2
X, :g>h
3

z=h

B D

Es un caso particular del anterior con g = 90°, por lo que sen q = 1.

p=;wmm2
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La presién hidrostatica sobre el elemento de pared AB equivale al peso

del prisma de liquido de base triangular ABD vy altura b, aplicado en C, siendo
2

X, =—".
3

Tercer caso: Pared rectangular sumergida e inclinada

>
. _e-@_ N -—————__Y
0O o

=2

La pared rectangular, de superficie w = bsh, esta sumergida a una
distancia d de la superficie libre del liquido. Es el caso de una compuerta.

La presion total que actia sobre ella sera:

P =Pg XW = gXZg XW = gXSen g XX M=g>€enq>q?a+hg>b>4‘l
Pe e =
G

p:g><senq>«a;%l+hg>b>h
e 2g

Cuarto caso: Pared rectangular sumergida y vertical

(o]
XG
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h

Xg =d+—

¢ 2
Caso particular del anterior con q = 90°, por lo que sen q = 1.

e

o
p:g>q§j+hg>b>h
e 2g

Quinto caso: Pared circular sumergida e inclinada

—————— )

P =Pg XW=gXZg XW = gXSen XX g XW

siendo: Xg =d+r
w=px?
Luego: p =gxsengXd+r)xpx?

El cdp estaré situado en:
IG
Xg XW

X, = Xg +

C

www.ingenieriaRural.com
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Xg =d+r

POt _px2x)' _px

¢ 64 64 4

w=px?
px

4

(d+r)px?

2

4

X, =d+r+

X, =d+r+

Sexto caso: Pared circular sumergida y vertical

Caso particular del anterior con q = 90°, por lo que sen q = 1.

p =gXd+r)xpx?

6. 4. Presion total sobre una pared plana rectangular con

liquido a ambos lados.

Supongamos una pared rectangular que contiene por ambas caras un
liquido de peso especifico g En este caso, sobre la misma pared se ejercen
dos presiones hidrostaticas paralelas de sentido contrario. Se trata de

determinar la presién resultante p y su punto de aplicacién C.

Al
A
|
p S
P1 : ;
i C1
vsh, ! 5 P2
[} ] :
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Si hyy h, son las profundidades respectivas del agua, la presion a cada
lado de la pared (caso de paredes rectangulares verticales) sera:

=

P, E >‘b>‘h12
P, % X h,’

Puesto que se trata de fuerzas paralelas y de sentido contrario, la
resultante sera su diferencia:

pP=p,- P, =;><g>b><(hf- h,?)

Para determinar C, tomamos momentos respecto a B:

p>CB =p,>CB- p,>C,B

O
I

$,
X,

@]
N
||
Wl Wk

Sustituyendo los valores de p1, p2, C,B y C,B, se obtiene:

1 1 1 1 1
2><g>b><(hf - h22)>CB =5><g>b>hf ><§>hl- Exgmmj >§>h2
3 3
ce=1xn N
3 h12_h22
hf’-hj': ><(h2+h +h,h,)
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CR 1>(h12+h22+h1>h2 :iyh1>‘(h1+h2)+h22 :lyhlx(hl"'hz)_,_}y hzz

CB=<
3" h+h, 3 h+h, 3 h+h, 3 h +h,
2
ﬁ:}ml+}xL
33 h +h,

Que demuestra que el punto de aplicaciébn de la fuerza de presion
resultante se encuentra por encima del punto C,;, punto de aplicacién de la
presion p;.

La presion total sobre la pared viene representada por el prisma de
presiones de base A;A'B’'B y de altura b.
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